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Po co projektujemy
kompensatory?

v Problemy w uktadach rzeczywistych: zbyt wolna odpowiedz,
nadmierne przeregulowanie, niestabilnosc systemu.

v" Przyktad uktadu bez kompensatora: ograniczenia wydajnosci,
brak mozliwosci spetnienia wymagan projektowych

v Mozliwe dziatania korygujace: zmiana struktury uktadu,
dodanie odpowiedniego regulatora.

v' Kompensatory sa niezbedne, gdy uktad sterowania nie spetnia
wymagan dotyczacych jakosci regulacji. Pozwalajg one na
modyfikacje charakterystyk dynamicznych systemu bez
ingerencji w jego podstawowg strukture.

v' Dzieki zastosowaniu kompensatoréw mozemy poprawic
szybkos¢ odpowiedzi, zmniejszy¢ przeregulowanie oraz
zwiekszyc stabilnosc uktadu.



Proces projektowania
kompensatorow

v Proces projektowania kompensatora rozpoczynamy od
jasnego zdefiniowania wymagan, nastepnie
analizujemy uktad otwarty i wybieramy odpowiedni
typ kompensatora.

v Kluczowym etapem jest dobor potozen zer i
biegunow kompensatora, ktéry pozwala na uzyskanie
pozadanych wtasciwosci dynamicznych uktadu

zamknietego.
v’ Projektowanie kompensatorow wymaga nie tylko

wiedzy teoretycznej, ale takze praktycznego
doswiadczenia.

v Warto pamietac o typowych btedach, takich jak
nieodpowiednie umieszczenie zer i biegundéw
kompensatora czy ignorowanie marginesow
stabilnosci, ktore moga prowadzi¢ do nieoptymalnych
lub nawet niestabilnych zakresdéw pracy uktadow.




Implementacja kompensatora

Implementacja zaprojektowanego kompensatora w praktyce
wymaga przejscia przez kilka kluczowych etapéw. Rozpoczynamy
od modelowania matematycznego uktadu i kompensatora, co
pozwala na wstepng weryfikacje koncepcji. Nastepnie
przeprowadzamy symulacje numeryczne np. w srodowisku
SIMULINK, ktére umozliwiaj testowanie roznych scenariuszy
bez ryzyka uszkodzenia rzeczywistego systemu.

Po pozytywnej weryfikacji w bezpiecznym  Srodowisku
numerycznym, przechodzimy do wdrozenia kompensatora,
wykorzystujac mikrokontrolery lub dedykowane sterowniki.
Ostatnim etapem jest przeprowadzenie testow
doswiadczalnych oraz strojenie parametrow w warunkach
rzeczywistych, aby uzyskad korzystne charakterystyki pracy.




Metoda linii pierwiastkowych

Metoda linii pierwiastkowych to narzedzie wykorzystywane w teorii
sterowania do badania wptywu zmian wzmocnienia na stabilnosc i
dynamike uktadow regulacji poprzez analize wszystkich mozliwych

potozen biegunow uktadu zamknietego.

Linie pierwiastkowe wizualizuja Sciezki, po ktorych mozna przemieszczaé

bieguny uktadu zamknietego dobierajac odpowiednia wartosé

wzmocnienia K od zera do nieskonczonosci. Analiza tych Sciezek

dostarcza cennych informacji o zachowaniu uktadu w szerszym
zakresie pracy i umozliwia Swiadome projektowanie kompensatorow/

regulatorow.
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Projektowanie uktadow
sterowania metoda linii
pierwiastkowych

v

Wzajemne potozenie biegunow uktadu zamknietego
ma istotny wptyw na charakter odpowiedzi
przejSciowych uktadow.

Czasami juz sama korekcja wzmocnienia moze zapewnic
pozadane wtasnosci uktadu.

Znajdowanie biegunow w przypadku wielomianéw o
stopniach wyzszych niz 3 wymaga stosowania obliczen
numerycznych.

Istnieje jednak prosta, graficzna metoda znajdowania
pierwiastkdw rownania charakterystycznego, zwana
metoda linii pierwiastkowych.

Na ptaszczyznie zmiennej zespolonej rysuje sie
wszystkie mozliwe potozenia pierwiastkow rownania
charakterystycznego dla wszystkich wartosci
okreslonego parametru, ktorym na ogét jest
wzmocnienie uktadu.
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Reguty szkicowania linii
pierwiastkowych

Do zrozumienia idei rysowania linii pierwiastkowych niezbedne jest
wprowadzenie warunku kata i warunku modutu. Rozwazmy uktad
sterowania z ujemng petla sprzezenia zwrotnego (schemat blokowy).
Transmitancja operatorowa uktadu zamknietego:

_Ck) . G(s)
GZ(S) " R(s)  14G(s)H(s)

*) Rownanie charakterystyczne uktadu zamknietego:
14+G(s)H(s) =0 G(s)H(s) =-1 x) 1) A 2)
Jest rownowazne 2 warunkom:

1) Warunkowi kata:
AG(s)H(s) = +180°(2k + 1) dla k = 0,1,2,3 ...

2) Warunkowi modutu:
| G(s)H(s) |=1
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Reguty szkicowania linii
pierwiastkowych

Wartosci zmiennej zespolonej s, ktore spetniajg warunek kata i warunek
modutu to rozwigzania rownania charakterystycznego (pierwiastki,
bieguny) uktadu zamknietego.

Zauwazmy, ze w réwnaniu charakterystycznym uktadu zamknietego:
)1+ G(S)H(s) =0 G(s)H(s) =-1 )& 1) A 2),
wystepuje transmitancja operatorowa uktadu otwartego:

G,(s) =G(s)H(s)

1) Wykres punktow, ktore spetniaja tylko warunek kata (<G (s)H(s)
= +180°(2k + 1) dla k = 0,1,2,3 ... ) nazywamy liniami
pierwiastkowymi.

2) Wartosci biegunow, zwigzane z okreslonym wzmocnieniem,
zmieniajgcym sie od 0 do o0, moga by¢ wyznaczone z warunku modutu:
| G(s)H(s) |=1



Obliczanie modutu i katow

Rozwazmy nastepujacy przyktad transmitancji operatorowej uktadu otwartego:

K(s+z,)

G(s)H(s) = (s+p)(s+p)(s+p)(s+D,)

gdzie p;, p,, p5 i p, sa biegunami uktadu otwartego, a z; jest zerem G(s)H(s). Katy i modut transmitancji uktadu
otwartego okreslamy nastepujaco:

Punkt testowy
&

Z warunku kata:
AG(s)H(s) =¢,-0,-6,-06,-0,=1+180"(2k + 1) dlak = 0,1,2,3 ...

Z warunku modutu:

KB, _ 4

A 4,44,

| G(s)H(s) |=

Wartosci powyzszych katow i amplitud pokazano na rysunku.



Reguty szkicowania linii pierwiastkowych

1+ G(s)H(s) =0 G(s)H(s) =-1

Dany jest uktad przedstawiony na rysunku. Wyznaczamy rownanie charakterystyczne. Transmitancje
operatorowg uktadu otwartego przedstawiamy w postaci funkcji wymiernej:

K(s+z )(s+z,)(...)(s+zm) _
(s+p)(s+p,) (... )(s+pn)

gdzie p,, p,, s, .-, P,, $3 biegunami transmitancji uktadu otwartego, a z; z,, sa zerami uktadu otwartego G(s)H(s).
Zaktadamy, ze wspoétczynnik wzmocnienia K > 0.

Jesli K < 0, to uktad z rysunku stanowi uktad z dodatnim sprzezeniem zwrotnym i wtedy dla poprawnosci
rozwazan musimy zmodyfikowac warunek kata.



Reguty szkicowania linii pierwiastkowych

1)

2)

Ustalic potozenie biegunow i zer uktadu otwartego G(s)H(s). Linie pierwiastkowe
rozpoczynaja sie od biegunow G(s)H(s), a koncza w zerach G(s)H(s) (skonczonych,
badz w nieskonczonosci). Wykres linii pierwiastkowych bedzie miat n gatezi. Na
ogot liczba biegundw jest wieksza od liczby zer transmitancji uktadu otwartego (n=
m). Poniewaz liczba gatezi wynosi n, to n-m gatezi bedzie sie konczyto w
nieskonczonych zerach, wzdtuz asymptot. Linie pierwiastkowe sg symetryczne
wzgledem osi rzeczywistej.

Okreslic fragmenty linii pierwiastkowych, ktore leza na osi rzeczywistej.
Wptyw na potozenie fragmentow linii pierwiastkowych na osi rzeczywistej maja
tylko zera i bieguny lezace na tej osi. Zespolone, sprzezone bieguny i zera
transmitancji G(s)H(s) nie maja wptywu na potozenie linii pierwiastkowych na osi
rzeczywistej, gdyz wprowadzajg kat 360°. Aby zbadac, czy linia pierwiastkowa lezy
na fragmencie osi rzeczywistej, wybieramy na niej punkt testowy. Jesli catkowita
liczba zer i biegunow na prawo od punktu testowego jest nieparzysta, to ten punkt

nalezy do linii pierwiastkowej.




Reguty szkicowania linii pierwiastkowych

3) Wyznaczyc¢ asymptoty linii pierwiastkowych i punkty przeciecia asymptot. Katy
asymptot wzgledem osi rzeczywistej wyznacza sie z nastepujacego wzoru:

o= +180°(2k+1) dla k =
n-m

0,1,2,3 ...

Wszystkie asymptoty przecinaja o$ rzeczywista. Miejsce przeciecia asymptoty z osig
rzeczywistg wyznaczamy z zaleznosci:

_ (p1+p2...+---+pn)—(zl+zzT---+zm)

o

a n-m
Lub
o = Ybiegunow—Y zer

Q n-m



Reguty szkicowania linii pierwiastkowych

4) Punkty rozgatezien.

Punkty rozgatezien odpowiadajg pierwiastkom wielokrotnym réwnania charakterystycznego.
Przypusémy, ze rownanie charakterystyczne dane jest w nastepujacej postaci:

B(s)+KA(s)=0 => K= ...

Punkty rozgatezien moga by¢ wyznaczone z nastepujgcej rownosci:

dK _ B’(s)A(s)—B(s)A’(s)ZO
ds A%(S)

Nie wszystkie pierwiastki rownania sg punktami rozgatezien. Jesli wyznaczone pierwiastki s3
rzeczywiste i naleza do fragmentdw linii pierwiastkowych lezgcych na osi rzeczywistej, to sg to faktyczne
punkty rozgatezien. Jesli dwa pierwiastki s =s; i s = - s, rownania sg sprzezone i jesli nie jest pewne, czy
leza na liniach pierwiastkowych, to sprawdzamy wartos¢ wzmocnienia K dla pierwiastka s,. Jesli
warto$¢ wzmocnienia K, zwigzana z pierwiastkiem s,, wyznaczonym z réwnania na K, jest dodatnia i
rzeczywista, to jest to faktyczny punkt rozgatezienia.




Reguty szkicowania linii pierwiastkow:

5) Kat wyjscia z bieguna i wejscia do zera.

Kat wyjscia z bieguna wyznaczamy z nastepujgcej rownosci:
0, = 180° — Y, katéw od innych biegundéw +Y; katéw od zer
Kat wejscia do zera wyznaczamy z nastepujacej rownosci:
0,= 180° — X katdéw od innych zer +Y, katéw od biegundéw
Przyktadowy kat wyjscia zaznaczono na rysunku.

6) Punkty przeciecia z osig urojona. Punkty przeciecia z osig urojona

Jo |

1— Kat wyjscia

znajdujemy poprzez zastosowanie kryterium Routha-Hurwitza, badz
poprzez wstawienie wartosci s = jw do réwnania charakterystycznego i
rozwigzaniu go wzgledem Ki w.




Reguty szkicowania linii pierwiastkowych

7) Okreslenie biegunow dominujacych uktadu zamknietego.

Punkt na linii pierwiastkowej bedzie biegunem dominujacym uktadu zamknietego, wtedy, gdy bedzie
spetniat warunek amplitudy. Mozna rowniez wyznaczy¢ wartos¢ parametru wzmocnienia K, dla
dowolnego punktu na linii pierwiastkowej (np. punktu s,).

Wartos¢ parametru wzmochnienia K mozemy wyznaczy¢ z warunku modutu:

KB, 1

A1A2A3A4-

| G(s)H(s) |=

- 1
1 G(s)H(s) |

K



Linie statego ttumienia oraz czestosci drgan
wtasnych o

, .
Transmitancja uktadu drugiego rzedu ma postac: i | @y “
Wyl —¢" |
Y /B
C(s) _ w?, f\% c
R(s) s*42&w,+w?, "_i
{w, [=—

gdzie w, jest czestoscig drgan wtasnych, a & jest wspotczynnikiem
ttumienia drgan. Dla ttumienia podkrytycznego 0 <& <1 mamy:

Jw Jw

C(S) B wzn x%— o -2
R()  (5HEw, Hwy) (s+Ew,—joy) o] )

SO\ =
gdzie: O Y

=09
0.8

W, = w, /1 — & to czestosc drgan ttumionych, zas cosf =€



Przyktad 1

Dany jest uktad z ujemng, jednostkowqg petlg sprzezenia
zwrotnego. W torze gtownym znajduje sie element dynamiczny o
transmitancji operatorowey:

K

G(s) = s(s+2)(s+4)

1. Nalezy naszkicowac linie pierwiastkowe, zaktadajgc, Zze
wzmocnienie K>0.

2. Wyznaczy¢ zakres wartosci wspotczynnikow wzmocnienia K,
dla ktérych uktad bedzie stabilny.

3. Okreslic wartos¢ wzmocnienia krytycznego, przy ktorym
pojawiajq sie oscylacje o statej amplitudzie oraz okres tych
oscylacji.




Przyktad 1

Rozwazmy nastepujacy przyktad transmitancji operatorowej uktadu otwartego:

K

6= DG T D

1) Warunek kata:

K - o —
qG(S)H(S) = qm =-As-L(s+2)-x(s+4)=1+180 (Zk + 1) dla k=0,1,2,3..

2) Warunek modutu:

1

| G($)H(s) |=] SGIG+D



Przyktad 1. Szkicowanie linii pierwiastkowych

1) Nalezy ustalic potozenie biegunow i zer transmitancji uktadu otwartego G(s)H(s).

Linie pierwiastkowe rozpoczynaja sie od biegundéw G(s)H(s), a koncza w zerach G(s)H(s) (skonczonych, badz w nieskonczonosci, m=0).
Wykres linii pierwiastkowych bedzie miat n=3 gatezi. Poniewaz liczba gatezi wynosi n, to n-m=3 gatezi bedzie sie konczyto w
nieskonczonych zerach, wzdtuz asymptot. Linie pierwiastkowe sg symetryczne wzgledem osi rzeczywiste;j.

Na ptaszczyznie zaznaczamy bieguny transmitancji uktadu otwartego:

$;=00razs,=-2is;=-4

2) Okresli¢ fragmenty linii pierwiastkowych, ktore lezq na osi rzeczywistej.

Jesli catkowita liczba zer i biequnow na prawo od punktu testowego jest nieparzysta, to ten punkt nalezy do linii pierwiastkowej. W naszym
przypadku linie pierwiastkowe bedq pokrywaty sie z ujemnq czesciq osi rzeczywistej dla o €(-o0; -4) oraz o €(-2; 0).



Przyktad 1. Szkicowanie linii pierwiastkowych

3) Wyznaczyc¢ asymptoty linii pierwiastkowych i punkty przeciecia asymptot. Kgty asymptot wzgledem osi rzeczywistej wyznacza sie z
nastepujgcego wzoru:

o = E80CKHD ik =0123...

n-m

— H80CkH)_4 o2k + V) dlak = 0,1,23..  a=+60°,+180°

Wszystkie asymptoty przecinajq os rzeczywistq. Migjsce przeciecia asymptoty z osiq rzeczywistq wyznaczamy z zaleznosci:

_ (p,+p,.ttp)—(z, 42,4+ +zm)  0—2 — 4
- n-m N 3 B

-2

a

Lub:

__ Ybiegunow—3zer

0}

a n-m



Przyktad 1. Szkicowanie linii pierwiastkowych

4) Punkty rozgatezien. Punkty rozgatezien odpowiadajg pierwiastkom wielokrotnym réownania charakterystycznego. Wyznaczamy
rownanie charakterystyczne (1 + G(s)H(s) =0):
— X 41=0
s(s+2)(s+4)

K=-s(s+2)(s+4) = — s3> — 6s*> — 8s
dK

— =0
ds
K 32-125-8=0
ds
s,= —0.845
Tylko punkt nalezacy do RL jest faktycznym punktem rozgatezienia:
s =~ —0.845

Dla rzeczywistych punktow rozgatezienia, wartos¢ K musi byc rzeczywista, dodatnia (KeR A K>0).
K = —s(s+2)(s+4) = — s3> — 65> —8s

K(s,=—0.845)=..



Przyktad 1. Szkicowanie linii pierwiastkowych

5) Kgt wyjscia i wejscia (opcjonalne).
Kgt wyjscia z bieguna wyznaczamy z nastepujgcej rownosci:

8, = 180° — X, kgtdw od innych biegundw +Y; kgtdw od zer

Kgt wejscia do zera wyznaczamy z nastepujgcej rownosci:

6,= 180° — Y, kqtow od innych zer +Y, kqtow od biegundw



Przyktad 1. Szkicowanie linii pierwiastkowych

6) Punkty przeciecia z osiqg urojong. Punkty przeciecia z osig urojong znajdujemy poprzez zastosowanie kryterium Routha-Hurwitza, bgdz
poprzez wstawienie wartosci s = jw do rownania charakterystycznego i rozwigzaniu go wzgledem K i w.

S+65°+4+8s+K=0
(w )’ +6 (jw) ?+ 8(w )+K=0
(K— 6w ?)+jw(8— w?)=0
w=0K=01lubw=2V2K =48
Granica stabilnosci:
K =148
Warunek stabilnosci:
48 —-K>0=>K <48

Czestosci, przy ktérych linie pierwiastkowe przecinajg o urojong wynoszq w,, = +2+/2 rad/sek, a wzmocnienie w tych punktach wynosi Kkr =

48. Okres oscylacji wynosi:
21 2T

Tocs = Z = ﬁ=2,22]5'6’k

Punkty przeciecia z osig urojong mozemy alternatywnie znalez¢ poprzez zastosowanie kryterium Routha-Hurwitza.

Zapas wzmocnhienia:

AK === AL=20logAK =... [dB]




Przyktad 1. Szkicowanie linii pierwiastkowych

clear; clc; close all;

% transmitancja operatorowa
num = [1];

den = conv([1 0], conv([1 2],[1 4]));
G =tf(num, den);

figure;

rlocus(G);

grid on;

title('Root Locus: G(s)=K/(s(s+2)(s+4))");
hold on;

% bieguny

p = pole(G);

plot(real(p), imag(p), 'rx’, 'LineWidth', 2, 'MarkerSize', 10);
% centroid

sigma = -2;

plot(sigma, 0, 'ko', 'MarkerSize', 8);

% breakaway
plot(-0.845, 0, 'bo’, 'MarkerSize', 8);

legend('Root Locus','Biequny’,'Centroid’,'Breakaway’);



MATLAB - Przyktad 1 - Linie pierwiastkowe - rlocus(G)
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MATLAB - Przyktad 1 - sisotool(G) - sprawdzenie rozwigzania
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Przyktad 2

Dany jest uktad z jednostkowq petlg sprzezenia zwrotnego
ujemnego. Nalezy naszkicowac linie pierwiastkowe dla uktadu, w
ktorym w torze gtownym jest obiekt o transmitancji
operatorowej:

Zaktadamy, ze wzmocnienie K > 0.

Transmitancje obiektow w torze gtownym oraz petli sprzezenia
zwrotnego sq nastepujqgce:

H(s)=1




Przyktad 3

Rozwazmy uktad sterowania z ujemng petla sprzezenia

zwrotnego. Transmitancja operatorowa elementow
dynamicznych w torze gtéwnym oraz w petli sprzezenia
zwrotnego sg nastepujace: G(s) = m, H(s) =1.

1. Nalezy naszkicowal linie pierwiastkowe, zaktadajac, ze
wzmocnienie K>0. Wyznaczy¢é warto$ci wzmocnienia K, dla
ktorych wspotczynnik ttumienia biegunow dominujacych
uktadu zamknietego wynosi § = %

2. Wyznaczy¢ zakres wartosci wspotczynnikow wzmocnienia K,
dla ktorych uktad bedzie stabilny.

3. Okresli¢ wartos¢ wzmocnienia krytycznego, przy ktorym
pojawiajg sie oscylacje o statej amplitudzie oraz okres tych
oscylacji.

4. Wyznaczy¢ zapas wzmocnienia dla obliczonych biegunéw
dominujacych.

K

(5 + s +135)




Przyktad 3

Rozwazmy nastepujacy przyktad transmitancji operatorowej uktadu otwartego:

K

Gls) = s(s?+ 65 + 25)

1) Warunek kata:

K
s(s*+6s5+25)

AG(s)H(s) =< =-s-%(s?+ 65+ 25)=+180°(2k + 1) 4a1c01.23.

2) Warunek modutu:

K K

s(s*+65+25) =1 s(s—(=3+j4))(s—(-3-j4)) =

| G(s)H(s) |=I



Przyktad 3. Szkicowanie linii pierwiastkowych

1) Nalezy ustalic potozenie biegunow i zer transmitancji uktadu otwartego G(s)H(s).

Linie pierwiastkowe rozpoczynaja sie od biegundéw G(s)H(s), a koncza w zerach G(s)H(s) (skonczonych, badz w nieskonczonosci, m=0).
Wykres linii pierwiastkowych bedzie miat n=3 gatezi. Poniewaz liczba gatezi wynosi n, to n-m=3 gatezi bedzie sie konczyto w
nieskonczonych zerach, wzdtuz asymptot. Linie pierwiastkowe sg symetryczne wzgledem osi rzeczywiste;j.

Na ptaszczyznie zaznaczamy bieguny transmitancji uktadu otwartego:

s;=00razs,=—-3+j4is;=-3-j4

2) Okresli¢ fragmenty linii pierwiastkowych, ktore lezq na osi rzeczywistej.

Jesli catkowita liczba zer i biequnow na prawo od punktu testowego jest nieparzysta, to ten punkt nalezy do linii pierwiastkowej. W naszym
przypadku linie pierwiastkowe bedqg pokrywaty sie z ujemnq czesciq osi rzeczywistej (o €(-o; 0)).



Przyktad 3. Szkicowanie linii pierwiastkowych

3) Wyznaczyc¢ asymptoty linii pierwiastkowych i punkty przeciecia asymptot. Kgty asymptot wzgledem osi rzeczywistej wyznacza sie z
nastepujgcego wzoru:

a= TA8OCKHD 4k =0123..
n—-m

— H80CkH) oo 2k + Ddlak = 01,23 ..  a=F60°,F180°

Wszystkie asymptoty przecinajq os rzeczywistq. Migjsce przeciecia asymptoty z osiq rzeczywistq wyznaczamy z zaleznosci:

o = (p,+p,..++pn)—(z,+z,++zm) 0—3 + j4—3 —j4 .

a

2

n—-m 3
Lub:

__ Ybiegunow—3zer

0}

a n-m



Przyktad 3. Szkicowanie linii pierwiastkowych

4) Punkty rozgatezien. Punkty rozgatezien odpowiadajg pierwiastkom wielokrotnym réownania charakterystycznego. Wyznaczamy
rownanie charakterystyczne (1 + G(s)H(s) =0):

K
- +1=0
s(s2 + 63 + 25)
K =—<(92+63+23)= —s% — 6s® — 25s
dK ; :
O o _32-12s2-25 =0
ds

8 =—2+4+352.0817 V s8y=-2-32.0817

Punkty rozgatezien mogq by¢ wyznaczone z nastepujgcej rownosci: Odrzucamy s1 i s2 z rozwazan, gdyz punkty rozgatezien wyszty
zespolone. Mozemy jeszcze sprawdzié, ze nie sq to punkty rozgatezien, liczgc wzmocnienie:

K = —s(5% 4 65+ 25)[s= 21 ja.0si7 = 34 + j18.04
K = —s(s® + 65+ 25)|s=—2_j2.0817 = 34 — j18.04

Dla rzeczywistych punktow rozgatezienia, wartos¢ K musi byc rzeczywista, dodatnia (KeR A K > 0).



Przyktad 3. Szkicowanie linii pierwiastkowych

5) Kgt wyjscia i wejscia.

Kgt wyjscia z bieguna wyznaczamy z nastepujgcej rownosci:

U, = 180° — Y, kqtéw od innych biegundéw +3Y, kqtéw od zer \
s . . . . . . 11— Katwyjscia
Kgt wejscia do zera wyznaczamy z nastepujgcej rownosci: / A
& |
©,= 180° — Y, kqtdw od innych zer +Y, kqtow od biegundw o ' 0 : g

Przyktadowy kgt wyjscia zaznaczono na rysunku.

Kgt wyjscia z bieguna wyznaczamy z nastepujgcej rownosci:

fq = 180" — 126.87° — 90° = —36.87"



Przyktad 3. Szkicowanie linii pierwiastkowych

6) Punkty przeciecia z osiqg urojong. Punkty przeciecia z osig urojong znajdujemy poprzez zastosowanie kryterium Routha-Hurwitza, bgdz
poprzez wstawienie wartosci s = jw do rownania charakterystycznego i rozwigzaniu go wzgledem K i w.

(jw)? +6(jw)? +25jw+ K =0

(K — 6w?) + jw(25 —w?) =0
K—6u02=0 1 w(25—w?)=0

w=0, K=0 lub w=45 K =150

Czestosci, przy ktorych linie pierwiastkowe przecinajg o$ urojong wynoszq w = £5 rad/sek, a wzmocnienie w tych punktach wynosi Kkr = 150.
Okres oscylacji wynosi:

TGSC —

= 1.2566s¢ek

2 2w
w 5

Punkty przeciecia z osig urojong mozemy alternatywnie znalez¢ poprzez zastosowanie kryterium Routha-Hurwitza.



Przyktad 3. Szkicowanie linii pierwiastkowych

7) Okreslenie biegunow dominujgcych uktadu zamknietego.
Bieguny dominujgce uktadu zamknietego, dla ktorych wspotczynniki ttumienia € = # lezg na prostych o kqgcie nachylenia (do osi

urojonej):
0 = tarcsiné = taresin0.2425 ~ £14°
Z rysunku odczytujemy, ze linia statego wspotczynnika ttumienia przecina linie pierwiastkowe w punktach:

sp=—1+j4, sp=-1—j4

/7 / . . . / . 1
Wartosc wspotczynnika wzmocnienia, ktora zapewnia & = — wyznaczamy z warunku modutu:
V17

amplitudy:

K = |s(s® + 65 + 25)|s=_14j1 = 68



Przyktad 3. Szkicowanie linii pierwiastkowych

7) Okreslenie biegunow dominujgcych uktadu zamknietego.

Bieguny dominujgce uktadu zamknietego, dla ktorych wspotczynniki ttumienia € = # lezg na prostych o kqgcie nachylenia (do osi

urojonej):

Dwa pierwiastki rownania charakterystycznego, dla ktorych € = # zostaty wyznaczone. Trzeci pierwiastek wyznaczymy z rownania

charakterystycznego, biorgc K = 68. Jest to s = —4. Warto zwrdci¢ uwage, ze wspotczynnik wzmocnienia dla dowolnego punktu testowego
na liniach pierwiastkowych moze by¢ wyznaczony z warunku amplitudy

K :|S(52 + 65+ 25)|s:punkt_testowy

Zapas wzmocnienia wynosi:

- =
AR = e 150 5 o059
K 68

AKyp = 20logAK = 15.8226dB

Mozna rozwazy¢ rowniez zmiane potozenia pierwiastkdw rownania charakterystycznego (biegundéw uktadu zamknietego), gdy
wspotczynnik wzmocnienia jest zwiekszany, np. od K = 34 do K = 68. W tej sytuacji, sprzezone pierwiastki zmieniajg potozenie z s=
—24j3.65 do s = -14j4, a trzeci biegun zmienia wtedy lokalizacje zs=-2 do s = 4.



MATLAB - Przyktad 3 - Linie pierwiastkowe

K=68
| | J \\I

7 -6 -5 -4




MATLAB - Przyktad 3 - rlocus(G)

20

Root Locus

084

072

10 -0.92 _ |

058 04403 0.14

705_: 205':

Imaginary Axis (seconds ™)

101003

[0.84

T L

3~£}98

U._}'_Z"'

. 058 04403 0.14

15 10 5

Real Axis (seconds'l}

0



MATLAB - Przyktad 3 - sisotool(G)
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MATLAB - Przyktad 3 - sisotool(G), dodanie bieguna rzeczywistego
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MATLAB - Przyktad 3 - sisotool(G), dodanie pary sprzezonych biegunéw

Control System Designer - Root Locus Editor for LoopTransfer_C

CONTROL SYSTEM
Open Save Edit vu
Session Session  Architecture v Confiou

FILE ARCHITECTURE

Data Browser

W Controllers and Fixed Blocks
F

C
G
u

¥ Designs

¥ Responses
LoopTransfer_C
IOTransfer_r2y
|OTransfer_r2u
IOTransfer_du2y
|OTransfer_dy2y
|OTransfer_n2y

W Preview

US EDITOR

Tuning

Methods ~

Imag Axis

|OTransfer_r2y: step

TUNING METHODS ANALYSIS
Root Locus Editor for LoopTransfer_C

B Y

Store Retri

DESIGNS

Root Locus Editor for LoopTransfer_C

mpare | Export

& @

-

Preferences

RESULTS | PREFERENCES

Bode Editor for LoopTransfer_C

50

40

30

20

10

0.76

0,86

K0.985

t094

0.64

05 )

0.340.16

20/

%0

10

-20

30

40

086

60

50

rood

40

Looss

/0.3 0.16

30 20

10 0
Real Axis

_i_) Added complex pair of poles to C(s) at s =-15.1 +/- 6.5‘5£

10

]



Przyktad 4

Dany jest uktad z ujemng, jednostkowqg petlg sprzezenia
zwrotnego. W torze gtownym znajduje sie element dynamiczny o
transmitancji operatorowey:

K

G(s) = s(s+1)(s+2)

1. Nalezy naszkicowac linie pierwiastkowe, zaktadajgc, ze
wzmocnienie K>0. Wyznaczy¢ wartosci wzmocnienia K, dla ktorych
wspotczynnik  ttumienia  biegunow  dominujgcych  uktadu
zamknietego wynosi & = 0,5.

2. Wyznaczy¢ zakres wartosci wspotczynnikow wzmocnienia K, dla
ktorych uktad bedzie stabilny.

3. Okreslic wartos¢ wzmocnienia krytycznego, przy ktorym
pojawiajqg sie oscylacje o statej amplitudzie oraz okres tych
oscylacji.

4. Wyznaczy¢ zapas wzmocnienia dla obliczonych biegunow
dominujgcych.




Podsumowanie

Metoda linii pierwiastkowych jest klasycznym
narzedziem projektowania kompensatoréw/
regulatorow, opartym na analizie zmian
potozenia biegunow uktadu zamknietego w
funkcji wzmocnienia lub innych parametréw
uktadu.

v" Metoda linii pierwiastkowych umozliwia
wizualizacje dynamiki uktadu - stanowi graficznag
reprezentacje wptywu zmian wartosci wybranego
parametréw na zachowanie uktadu.

v' Bieguny uktadu zamknietego przemieszczajg sie
od biegunow uktadu otwartego do jego zer w
funkcji wzmocnienia K.

v Metoda umozliwia badanie stabilnosci uktadu.




Podsumowanie

v Naszkicowanie linii pierwiastkowych uktadu
przed oraz po kompensacji pozwala
przeprowadzic analize wptywu wartosci
parametrow kompensatorow na potozenie
biegundw dominujgcych, determinujacych
najwazniejsze wtasnosci uktadu.

v" Metoda linii pierwiastkowych pozwala dobraé
odpowiedni kompensator/ regulator do
konkretnego celu projektowego, zeby zapewnic
pozadane wtasnosci uktaddw.

v" Metoda linii pierwiastkowych umozliwia Swiadome
ksztattowanie charakterystyk uktadéw regulacji w
réznorodnych zastosowaniach przemystowych, od
prostych regulatoréw temperatury po
Zaawansowane systemy sterowania robotami czy
dronami.
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Kursy akademickie
| eksperckie

Control Systems, Lecture 11: Root Locus (Part 1)
bioMechatronics Lab (kurs akademicki - uczelnia techniczna)
https.//www.youtube.com/watch?v=JHReFyfaiDE

Control Systems Engineering — Lecture 10: Root Locus
University of the West of England (UWE Bristol)
https.//www.youtube.com/watch?v=je[RXTNSFd0

The Root Locus Method (Full Playlist)
Brian Douglas (Control Theory - poziom ekspercki)
https://www.youtube.com/playlist?list=PL UMW]y5jgHK3-cabGP6PLOAgcNGHgn33f

More Root Locus - MIT Lecture
Massachusetts Institute of Technology (MIT OpenCourseWare)
https.//www.youtube.com/watch?v=NRIBCoVIJBM



https://www.youtube.com/watch?v=JHReFyfaiDE&utm_source=chatgpt.com
https://www.youtube.com/watch?v=jejRXTNSFd0&utm_source=chatgpt.com
https://www.youtube.com/playlist?list=PLUMWjy5jgHK3-ca6GP6PL0AgcNGHqn33f
https://www.youtube.com/playlist?list=PLUMWjy5jgHK3-ca6GP6PL0AgcNGHqn33f
https://www.youtube.com/playlist?list=PLUMWjy5jgHK3-ca6GP6PL0AgcNGHqn33f
https://www.youtube.com/watch?v=NRlBCoVIJBM

Dziekuje
Za uwage

drinz. Edyta Rola
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