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Po co projektujemy 
kompensatory?

✓ Problemy w układach rzeczywistych: zbyt wolna odpowiedź, 
nadmierne przeregulowanie, niestabilność systemu.

✓ Przykład układu bez kompensatora: ograniczenia wydajności, 
brak możliwości spełnienia wymagań projektowych

✓ Możliwe działania korygujące: zmiana struktury układu, 
dodanie odpowiedniego regulatora.

✓ Kompensatory są niezbędne, gdy układ sterowania nie spełnia
wymagań dotyczących jakości regulacji. Pozwalają one na
modyfikację charakterystyk dynamicznych systemu bez 
ingerencji w jego podstawową strukturę. 

✓ Dzięki zastosowaniu kompensatorów możemy poprawić
szybkość odpowiedzi, zmniejszyć przeregulowanie oraz
zwiększyć stabilność układu.



Proces projektowania 
kompensatorów

✓ Proces projektowania kompensatora rozpoczynamy od 
jasnego zdefiniowania wymagań, następnie 
analizujemy układ otwarty i wybieramy odpowiedni 
typ kompensatora.

✓ Kluczowym etapem jest dobór położeń zer i 
biegunów kompensatora, który pozwala na uzyskanie 
pożądanych właściwości dynamicznych układu 
zamkniętego.

✓ Projektowanie kompensatorów wymaga nie tylko 
wiedzy teoretycznej, ale także praktycznego 
doświadczenia.

✓ Warto pamiętać o typowych błędach, takich jak 
nieodpowiednie umieszczenie zer i biegunów 
kompensatora czy ignorowanie marginesów 
stabilności, które mogą prowadzić do nieoptymalnych 
lub nawet niestabilnych zakresów pracy układów.



Implementacja kompensatora

Implementacja zaprojektowanego kompensatora w praktyce

wymaga przejścia przez kilka kluczowych etapów. Rozpoczynamy

od modelowania matematycznego układu i kompensatora, co 

pozwala na wstępną weryfikację koncepcji. Następnie

przeprowadzamy symulacje numeryczne np. w środowisku

SIMULINK, które umożliwiaj testowanie różnych scenariuszy

bez ryzyka uszkodzenia rzeczywistego systemu.

Po pozytywnej weryfikacji w bezpiecznym środowisku 
numerycznym, przechodzimy do wdrożenia kompensatora,
wykorzystując mikrokontrolery lub dedykowane sterowniki.
Ostatnim etapem jest przeprowadzenie testów 
doświadczalnych oraz strojenie parametrów w warunkach
rzeczywistych, aby uzyskać korzystne charakterystyki pracy.



Metoda linii pierwiastkowych

Metoda linii pierwiastkowych to narzędzie wykorzystywane w teorii

sterowania do badania wpływu zmian wzmocnienia na stabilność i

dynamikę układów regulacji poprzez analizę wszystkich możliwych 

położeń biegunów układu zamkniętego.

Linie pierwiastkowe wizualizują ścieżki, po których można przemieszczać

bieguny układu zamkniętego dobierajac odpowiednią wartość 

wzmocnienia K od zera do nieskończoności. Analiza tych ścieżek

dostarcza cennych informacji o zachowaniu układu w szerszym 

zakresie pracy i umożliwia świadome projektowanie kompensatorów/ 

regulatorów.



Projektowanie układów 
sterowania metodą linii 
pierwiastkowych

✓ Wzajemne położenie biegunów układu zamkniętego 
ma istotny wpływ na charakter odpowiedzi 
przejściowych układów. 

✓ Czasami już sama korekcja wzmocnienia może zapewnić 
pożądane własności układu. 

✓ Znajdowanie biegunów w przypadku wielomianów o 
stopniach wyższych niż 3 wymaga stosowania obliczeń 
numerycznych.

✓ Istnieje jednak prosta, graficzna metoda znajdowania 
pierwiastków równania charakterystycznego, zwana 
metodą linii pierwiastkowych. 

✓ Na płaszczyźnie zmiennej zespolonej rysuje się 
wszystkie możliwe położenia pierwiastków równania 
charakterystycznego dla wszystkich wartości 
określonego parametru, którym na ogół jest 
wzmocnienie układu.



Reguły szkicowania linii 
pierwiastkowych

Do zrozumienia idei rysowania linii pierwiastkowych niezbędne jest 
wprowadzenie warunku kąta i warunku modułu. Rozważmy układ 
sterowania z ujemną pętla sprzężenia zwrotnego (schemat blokowy). 
Transmitancja operatorowa układu zamkniętego:

𝐺𝑧 𝑠 =
𝐶(𝑠)

𝑅(𝑠)
=

𝐺(𝑠)

1+𝐺 𝑠 𝐻(𝑠)
  

*) Równanie charakterystyczne układu zamkniętego:
1 + 𝐺 𝑠 𝐻 𝑠 = 0 ⇔ 𝐺 𝑠 𝐻 𝑠 = -1 ∗) ⇔ 1)  ∧  2)
Jest równoważne 2 warunkom:

1) Warunkowi kąta:
∢𝐺 𝑠 𝐻 𝑠 = ±180˚ 2𝑘 + 1  𝑑𝑙𝑎 𝑘 = 0,1,2,3 …

2) Warunkowi modułu:
∣ 𝐺 𝑠 𝐻 𝑠 ∣= 1



Reguły szkicowania linii 
pierwiastkowych

Wartości zmiennej zespolonej s, które spełniają warunek kąta i warunek 
modułu to rozwiązania równania charakterystycznego (pierwiastki, 
bieguny) układu zamkniętego.

Zauważmy, że w równaniu charakterystycznym układu zamkniętego: 
∗) 1 + 𝐺 𝑠 𝐻 𝑠 = 0 ⇔ 𝐺 𝑠 𝐻 𝑠 = -1 ∗) ⇔ 1)  ∧  2),
występuje transmitancja operatorowa układu otwartego:
𝐺𝑜 𝑠 = 𝐺 𝑠 𝐻 𝑠

1) Wykres punktów, które spełniają tylko warunek kąta (∢𝐺 𝑠 𝐻 𝑠
= ±180˚ 2𝑘 + 1  𝑑𝑙𝑎 𝑘 = 0,1,2,3 … ) nazywamy liniami 
pierwiastkowymi.

2) Wartości biegunów, związane z określonym wzmocnieniem, 
zmieniającym się od 0 do ∞, mogą być wyznaczone z warunku modułu:
∣ 𝐺 𝑠 𝐻 𝑠 ∣= 1



Obliczanie modułu i kątów

Rozważmy następujący przykład transmitancji operatorowej układu otwartego:

𝐺 𝑠 𝐻(𝑠) =
𝐾(𝑠+𝑧

1
)

(𝑠+𝑝
1
)(𝑠+𝑝

2
)(𝑠+𝑝

3
)(𝑠+𝑝

4
)
 

gdzie p1, p2, p3 i p4 są biegunami układu otwartego, a z1 jest zerem G(s)H(s). Kąty i moduł transmitancji układu 
otwartego określamy następująco:

Z warunku kąta:
∢𝐺 𝑠 𝐻 𝑠 =φ1- θ1 - θ2 - θ3 - θ4 = ±180˚ 2𝑘 + 1  𝑑𝑙𝑎 𝑘 = 0,1,2,3 …

Z warunku modułu:

∣ 𝐺 𝑠 𝐻 𝑠 ∣=
𝐾𝐵

1

𝐴
1
𝐴

2
𝐴

3
𝐴

4

 = 1

Wartości powyższych kątów i amplitud pokazano na rysunku.



Reguły szkicowania linii pierwiastkowych

1 + 𝐺 𝑠 𝐻 𝑠 = 0 ⇔ 𝐺 𝑠 𝐻 𝑠 = -1

Dany jest układ przedstawiony na rysunku. Wyznaczamy równanie charakterystyczne. Transmitancję 
operatorową układu otwartego przedstawiamy w postaci funkcji wymiernej:

1 +
𝐾(𝑠+𝑧

1
)(𝑠+𝑧

2
)(… )(𝑠+𝑧𝑚)

(𝑠+𝑝
1
)(𝑠+𝑝

2
)(… )(𝑠+𝑝𝑛)

 = 0 

gdzie p1, p2, p3, …, pn są biegunami transmitancji układu otwartego, a z1,..,zm są zerami układu otwartego G(s)H(s).

Zakładamy, że współczynnik wzmocnienia K > 0.

Jeśli K < 0, to układ z rysunku stanowi układ z dodatnim sprzężeniem zwrotnym i wtedy dla poprawności 
rozważań musimy zmodyfikować warunek kąta.



Reguły szkicowania linii pierwiastkowych

1) Ustalić położenie biegunów i zer układu otwartego G(s)H(s). Linie pierwiastkowe 
rozpoczynają się od biegunów G(s)H(s), a kończą w zerach G(s)H(s) (skończonych, 
bądź w nieskończoności). Wykres linii pierwiastkowych będzie miał n gałęzi. Na 
ogół liczba biegunów jest większa od liczby zer transmitancji układu otwartego (n≥ 
m). Ponieważ liczba gałęzi wynosi n, to n−m gałęzi będzie się kończyło w 
nieskończonych zerach, wzdłuż asymptot. Linie pierwiastkowe są symetryczne 
względem osi rzeczywistej.

2) Określić fragmenty linii pierwiastkowych, które leżą na osi rzeczywistej. 
Wpływ na położenie fragmentów linii pierwiastkowych na osi rzeczywistej mają 
tylko zera i bieguny leżące na tej osi. Zespolone, sprzężone bieguny i zera 
transmitancji G(s)H(s) nie mają wpływu na położenie linii pierwiastkowych na osi 
rzeczywistej, gdyż wprowadzają kąt 360˚. Aby zbadać, czy linia pierwiastkowa leży 
na fragmencie osi rzeczywistej, wybieramy na niej punkt testowy. Jeśli całkowita 
liczba zer i biegunów na prawo od punktu testowego jest nieparzysta, to ten punkt 
należy do linii pierwiastkowej.



Reguły szkicowania linii pierwiastkowych

3) Wyznaczyć asymptoty linii pierwiastkowych i punkty przecięcia asymptot. Kąty 
asymptot względem osi rzeczywistej wyznacza się z następującego wzoru:

α=
±180˚ 2𝑘+1

𝑛−𝑚
 𝑑𝑙𝑎 𝑘 = 0,1,2,3 …

Wszystkie asymptoty przecinają oś rzeczywistą. Miejsce przecięcia asymptoty z osią 
rzeczywistą wyznaczamy z zależności:

σα =
𝑝

1
+𝑝

2
…+⋯+𝑝𝑛 −(𝑧

1
+𝑧

2
+

⋯+𝑧𝑚)

𝑛−𝑚

Lub

σα =
⅀𝑏𝑖𝑒𝑔𝑢𝑛ó𝑤−⅀𝑧𝑒𝑟

𝑛−𝑚



Reguły szkicowania linii pierwiastkowych

4) Punkty rozgałęzień.

Punkty rozgałęzień odpowiadają pierwiastkom wielokrotnym równania charakterystycznego. 
Przypuśćmy, że równanie charakterystyczne dane jest w następującej postaci:
B(s)+KA(s)=0 => K= ...
Punkty rozgałęzień mogą być wyznaczone z następującej równości:

𝑑𝐾

𝑑𝑠
=

𝐵′ 𝑠 𝐴 𝑠 −𝐵 𝑠 𝐴′(𝑠)

𝐴2(𝑠)
=0

Nie wszystkie pierwiastki równania są punktami rozgałęzień. Jeśli wyznaczone pierwiastki są 
rzeczywiste i należą do fragmentów linii pierwiastkowych leżących na osi rzeczywistej, to są to faktyczne 
punkty rozgałęzień. Jeśli dwa pierwiastki s = s1 i s = − s1 równania są sprzężone i jeśli nie jest pewne, czy 
leżą na liniach pierwiastkowych, to sprawdzamy wartość wzmocnienia K dla pierwiastka s1. Jeśli 
wartość wzmocnienia K, związana z pierwiastkiem s1, wyznaczonym z równania na K, jest dodatnia i 
rzeczywista, to jest to faktyczny punkt rozgałęzienia.



Reguły szkicowania linii pierwiastkowych

5) Kąt wyjścia z bieguna i wejścia do zera.

Kąt wyjścia z bieguna wyznaczamy z następującej równości:

θd = 180˚ − ⅀ kątów od innych biegunów +⅀ kątów od zer

Kąt wejścia do zera wyznaczamy z następującej równości:

θa= 180˚ − ⅀ kątów od innych zer +⅀ kątów od biegunów

Przykładowy kąt wyjścia zaznaczono na rysunku.

6) Punkty przecięcia z osią urojoną. Punkty przecięcia z osią urojoną 
znajdujemy poprzez zastosowanie kryterium Routha-Hurwitza, bądź 
poprzez wstawienie wartości s = jω do równania charakterystycznego i 
rozwiązaniu go względem K i ω.



Reguły szkicowania linii pierwiastkowych

7) Określenie biegunów dominujących układu zamkniętego.

Punkt na linii pierwiastkowej będzie biegunem dominującym układu zamkniętego, wtedy, gdy będzie 
spełniał warunek amplitudy. Można również wyznaczyć wartość parametru wzmocnienia K, dla 
dowolnego punktu na linii pierwiastkowej (np. punktu s1). 

Wartość parametru wzmocnienia K możemy wyznaczyć z warunku modułu:

∣ 𝐺 𝑠 𝐻 𝑠 ∣=
𝐾𝐵

1

𝐴
1
𝐴

2
𝐴

3
𝐴

4

 = 1

𝐾 =
1

∣ 𝐺 𝑠 𝐻 𝑠 ∣



Linie stałego tłumienia oraz częstości drgań 
własnych
Transmitancja układu drugiego rzędu ma postać:

𝐶(𝑠)

𝑅(𝑠)
=

ω2
𝑛

𝑠2+2ξω𝑛+ω2
𝑛

gdzie ω𝑛 
jest częstością drgań własnych, a ξ  jest współczynnikiem 

tłumienia drgań. Dla tłumienia podkrytycznego 0 < ξ < 1 mamy:

𝐶(𝑠)

𝑅(𝑠)
=

ω2
𝑛

(𝑠+ξω𝑛+jω𝑑) (𝑠+ξω𝑛−jω𝑑)

gdzie:

ω𝑑 = ω𝑛 1 − ξ2 to częstość drgań tłumionych, zaś 𝑐𝑜𝑠β =ξ



Przykład 1

Dany jest układ z ujemną, jednostkową pętlą sprzężenia 
zwrotnego. W torze głównym znajduje się element dynamiczny o 
transmitancji operatorowej:

𝐺 𝑠 =
𝐾

𝑠(𝑠 + 2)(𝑠 + 4)

1. Należy naszkicować linie pierwiastkowe, zakładając, że 
wzmocnienie K>0. 

2. Wyznaczyć zakres wartości współczynników wzmocnienia K, 
dla których układ będzie stabilny.

3. Określić wartość wzmocnienia krytycznego, przy którym 
pojawiają się oscylacje o stałej amplitudzie oraz okres tych 
oscylacji.



Tytuł prezentacji

TYTUŁ TYTUŁ TYTUŁ

Przykład 1

Rozważmy następujący przykład transmitancji operatorowej układu otwartego:

𝐺 𝑠 =
𝐾

𝑠(𝑠 + 2)(𝑠 + 4)

1) Warunek kąta:

∢𝐺 𝑠 𝐻 𝑠 = ∢
𝐾

𝑠(𝑠+2)(𝑠+4)
= - ∢ s - ∢ (𝑠 + 2) - ∢ (𝑠 +4) =±180˚ 2𝑘 + 1  dla k=0,1,2,3..

2) Warunek modułu:

∣ 𝐺 𝑠 𝐻 𝑠 ∣=∣
𝐾

𝑠(𝑠 + 2)(𝑠 + 4)
∣= 1



Tytuł prezentacji

TYTUŁ TYTUŁ TYTUŁ

Przykład 1. Szkicowanie linii pierwiastkowych

1) Należy ustalić położenie biegunów i zer transmitancji układu otwartego G(s)H(s). 

Linie pierwiastkowe rozpoczynają się od biegunów G(s)H(s), a kończą w zerach G(s)H(s) (skończonych, bądź w nieskończoności, m=0). 
Wykres linii pierwiastkowych będzie miał n=3 gałęzi. Ponieważ liczba gałęzi wynosi n, to n−m=3 gałęzi będzie się kończyło w 
nieskończonych zerach, wzdłuż asymptot. Linie pierwiastkowe są symetryczne względem osi rzeczywistej.

Na płaszczyźnie zaznaczamy bieguny transmitancji układu otwartego:

s1 = 0 oraz s2 =−2 i s3 = − 4

2) Określić fragmenty linii pierwiastkowych, które leżą na osi rzeczywistej.

Jeśli całkowita liczba zer i biegunów na prawo od punktu testowego jest nieparzysta, to ten punkt należy do linii pierwiastkowej. W naszym 
przypadku linie pierwiastkowe będą pokrywały się z ujemną częścią osi rzeczywistej dla σ ∈(-∞; -4) oraz σ ∈(-2; 0).



Tytuł prezentacji

TYTUŁ TYTUŁ TYTUŁ

Przykład 1. Szkicowanie linii pierwiastkowych

3) Wyznaczyć asymptoty linii pierwiastkowych i punkty przecięcia asymptot. Kąty asymptot względem osi rzeczywistej wyznacza się z 
następującego wzoru:

α =
±180˚ 2𝑘+1

𝑛−𝑚
 𝑑𝑙𝑎 𝑘 = 0,1,2,3 …

α =
±180˚ 2𝑘+1

3
=±60˚ 2𝑘 + 1  𝑑𝑙𝑎 𝑘 = 0,1,2,3 …  α =±60˚, ±180˚

Wszystkie asymptoty przecinają oś rzeczywistą. Miejsce przecięcia asymptoty z osią rzeczywistą wyznaczamy z zależności:

σα =
𝑝1+𝑝2…+⋯+𝑝𝑛 −(𝑧1+𝑧2+⋯+𝑧𝑚)

𝑛−𝑚
=

0−2 − 4
3

= −2

Lub:

σα =
⅀𝑏𝑖𝑒𝑔𝑢𝑛ó𝑤−⅀𝑧𝑒𝑟

𝑛−𝑚



Tytuł prezentacji

TYTUŁ TYTUŁ TYTUŁ

Przykład 1. Szkicowanie linii pierwiastkowych

4) Punkty rozgałęzień. Punkty rozgałęzień odpowiadają pierwiastkom wielokrotnym równania charakterystycznego. Wyznaczamy 
równanie charakterystyczne (1 + G(s)H(s) = 0):

𝐾

𝑠(𝑠+2)(𝑠+4)
+1=0

𝐾=-𝑠(s+2)(s+4) = − 𝑠3 − 6𝑠2 − 8𝑠
𝑑𝐾

𝑑𝑠
= 0

𝑑𝐾

𝑑𝑠
= − 3𝑠2 − 12𝑠 − 8 = 0

s1 = −0.845
s2 = −3.155

Tylko punkt należący do RL jest faktycznym punktem rozgałęzienia:

𝑠 ≈ −0.845

Dla rzeczywistych punktów rozgałęzienia, wartość K musi być rzeczywista, dodatnia (K∊ R ∧ K > 0).

𝐾 = −𝑠(s+2)(s+4) = − 𝑠3 − 6𝑠2 − 8𝑠

𝐾(s1 =−0.845)= …



Tytuł prezentacji

TYTUŁ TYTUŁ TYTUŁ

Przykład 1. Szkicowanie linii pierwiastkowych

5) Kąt wyjścia i wejścia (opcjonalne).

Kąt wyjścia z bieguna wyznaczamy z następującej równości:

θd = 180˚ − ⅀ kątów od innych biegunów +⅀ kątów od zer

Kąt wejścia do zera wyznaczamy z następującej równości:

θa= 180˚ − ⅀ kątów od innych zer +⅀ kątów od biegunów



Tytuł prezentacji

TYTUŁ TYTUŁ TYTUŁ

Przykład 1. Szkicowanie linii pierwiastkowych

6) Punkty przecięcia z osią urojoną. Punkty przecięcia z osią urojoną znajdujemy poprzez zastosowanie kryterium Routha-Hurwitza, bądź 
poprzez wstawienie wartości s = jω do równania charakterystycznego i rozwiązaniu go względem K i ω.

s3+6s2+8s+K=0
(jω)3+6 (jω) 2+ 8(jω)+K=0
(K − 6ω 2)+jω(8 − ω 2)=0

ω = 0 K = 0 lub ω = 2 2 K = 48 
Granica stabilności:

K = 48
Warunek stabilności:

48 − K > 0 ⇒ K < 48

Częstości, przy których linie pierwiastkowe przecinają oś urojoną wynoszą ωkr = ±2 2 rad/sek, a wzmocnienie w tych punktach wynosi Kkr = 
48. Okres oscylacji wynosi:

𝑇𝑜𝑐𝑠 =
2π

ω
 =

2π

2 2
=2,221sek

Punkty przecięcia z osią urojoną możemy alternatywnie znaleźć poprzez zastosowanie kryterium Routha-Hurwitza.
Zapas wzmocnienia:

∆𝐾 =
𝐾𝑘𝑟

𝐾
   ∆𝐿= 20log ∆𝐾=… [dB]
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Przykład 1. Szkicowanie linii pierwiastkowych

clear; clc; close all;

% transmitancja operatorowa
num = [1];
den = conv([1 0], conv([1 2],[1 4]));
G = tf(num, den);

figure;
rlocus(G);
grid on;
title('Root Locus: G(s)=K/(s(s+2)(s+4))');
hold on;

% bieguny
p = pole(G);
plot(real(p), imag(p), 'rx', 'LineWidth', 2, 'MarkerSize', 10);
% centroid
sigma = -2;
plot(sigma, 0, 'ko', 'MarkerSize', 8);

% breakaway
plot(-0.845, 0, 'bo', 'MarkerSize', 8);

legend('Root Locus','Bieguny','Centroid','Breakaway');
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MATLAB – Przykład 1 – Linie pierwiastkowe – rlocus(G)
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Lorem ipsum dolor sit 
amet, consectetur 
adipiscing elit, sed do 
eiusmod tempor 
incididunt ut labore et 
dolore magna aliqua. 

MATLAB – Przykład 1 – sisotool(G) – sprawdzenie rozwiązania



Dany jest układ z jednostkową pętlą sprzężenia zwrotnego 
ujemnego. Należy naszkicować linie pierwiastkowe dla układu, w 
którym w torze głównym jest obiekt o transmitancji 
operatorowej:

𝐺 𝑠 =
𝐾(𝑠 + 1)

𝑠2(𝑠 + 3,6)

Zakładamy, że wzmocnienie K > 0.

Transmitancje obiektów w torze głównym oraz pętli sprzężenia 
zwrotnego są następujące:

𝐺 𝑠 =
𝐾(𝑠 + 1)

𝑠2(𝑠 + 3,6)
 𝐻 𝑠 = 1

Przykład 2



Przykład 3

Rozważmy układ sterowania z ujemną pętlą sprzężenia 
zwrotnego. Transmitancja operatorowa elementów 
dynamicznych w torze głównym oraz w pętli sprzężenia 

zwrotnego są następujące: 𝐺 𝑠 =
𝐾

𝑠(𝑠2+6𝑠+25)
, 𝐻 𝑠 =1.

1. Należy naszkicować linie pierwiastkowe, zakładając, że 
wzmocnienie K>0. Wyznaczyć wartości wzmocnienia K, dla 
których współczynnik tłumienia biegunów dominujących 

układu zamkniętego  wynosi ξ =
1

√17
.

2. Wyznaczyć zakres wartości współczynników wzmocnienia K, 
dla których układ będzie stabilny.
3. Określić wartość wzmocnienia krytycznego, przy którym 
pojawiają się oscylacje o stałej amplitudzie oraz okres tych 
oscylacji.
4. Wyznaczyć zapas wzmocnienia dla obliczonych biegunów 
dominujących.
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Przykład 3

Rozważmy następujący przykład transmitancji operatorowej układu otwartego:

𝐺 𝑠 =
𝐾

𝑠(𝑠2 + 6𝑠 + 25)

1) Warunek kąta:

∢𝐺 𝑠 𝐻 𝑠 = ∢
𝐾

𝑠(𝑠2+6𝑠+25)
= - ∢ s - ∢ (𝑠2 + 6𝑠 + 25)= ∓180˚ 2𝑘 + 1  dla k=0,1,2,3..

2) Warunek modułu:

∣ 𝐺 𝑠 𝐻 𝑠 ∣=∣
𝐾

𝑠(𝑠2+6𝑠+25)
∣= ∣

𝐾

𝑠(𝑠− −3+𝑗4 )(𝑠− −3−𝑗4 )
 ∣= 1
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Przykład 3. Szkicowanie linii pierwiastkowych

1) Należy ustalić położenie biegunów i zer transmitancji układu otwartego G(s)H(s). 

Linie pierwiastkowe rozpoczynają się od biegunów G(s)H(s), a kończą w zerach G(s)H(s) (skończonych, bądź w nieskończoności, m=0). 
Wykres linii pierwiastkowych będzie miał n=3 gałęzi. Ponieważ liczba gałęzi wynosi n, to n−m=3 gałęzi będzie się kończyło w 
nieskończonych zerach, wzdłuż asymptot. Linie pierwiastkowe są symetryczne względem osi rzeczywistej.

Na płaszczyźnie zaznaczamy bieguny transmitancji układu otwartego:

s1 = 0 oraz s2 =−3 + j4 i s3 = −3 − j4

2) Określić fragmenty linii pierwiastkowych, które leżą na osi rzeczywistej.

Jeśli całkowita liczba zer i biegunów na prawo od punktu testowego jest nieparzysta, to ten punkt należy do linii pierwiastkowej. W naszym 
przypadku linie pierwiastkowe będą pokrywały się z ujemną częścią osi rzeczywistej (σ ∈(-∞; 0)).
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Przykład 3. Szkicowanie linii pierwiastkowych

3) Wyznaczyć asymptoty linii pierwiastkowych i punkty przecięcia asymptot. Kąty asymptot względem osi rzeczywistej wyznacza się z 
następującego wzoru:

α=
∓180˚ 2𝑘+1

𝑛−𝑚
 𝑑𝑙𝑎 𝑘 = 0,1,2,3 …

α=
∓180˚ 2𝑘+1

3
=∓60˚ 2𝑘 + 1  𝑑𝑙𝑎 𝑘 = 0,1,2,3 …  α= ∓60˚, ∓180˚

Wszystkie asymptoty przecinają oś rzeczywistą. Miejsce przecięcia asymptoty z osią rzeczywistą wyznaczamy z zależności:

σα =
𝑝1+𝑝2…+⋯+𝑝𝑛 −(𝑧1+𝑧2+⋯+𝑧𝑚)

𝑛−𝑚
=

0−3 + j4−3 − j4
3

= −2

Lub:

σα =
⅀𝑏𝑖𝑒𝑔𝑢𝑛ó𝑤−⅀𝑧𝑒𝑟

𝑛−𝑚
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Przykład 3. Szkicowanie linii pierwiastkowych

4) Punkty rozgałęzień. Punkty rozgałęzień odpowiadają pierwiastkom wielokrotnym równania charakterystycznego. Wyznaczamy 
równanie charakterystyczne (1 + G(s)H(s) = 0):

Punkty rozgałęzień mogą być wyznaczone z następującej równości: Odrzucamy s1 i s2 z rozważań, gdyż punkty rozgałęzień wyszły 
zespolone. Możemy jeszcze sprawdzić, że nie są to punkty rozgałęzień, licząc wzmocnienie:

Dla rzeczywistych punktów rozgałęzienia, wartość K musi być rzeczywista, dodatnia (K∊ R ∧ K > 0).
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Przykład 3. Szkicowanie linii pierwiastkowych

5) Kąt wyjścia i wejścia.

Kąt wyjścia z bieguna wyznaczamy z następującej równości:

θd = 180˚ − ⅀ kątów od innych biegunów +⅀ kątów od zer

Kąt wejścia do zera wyznaczamy z następującej równości:

Θa= 180˚ − ⅀ kątów od innych zer +⅀ kątów od biegunów

Przykładowy kąt wyjścia zaznaczono na rysunku.

Kąt wyjścia z bieguna wyznaczamy z następującej równości:
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Przykład 3. Szkicowanie linii pierwiastkowych

6) Punkty przecięcia z osią urojoną. Punkty przecięcia z osią urojoną znajdujemy poprzez zastosowanie kryterium Routha-Hurwitza, bądź 
poprzez wstawienie wartości s = jω do równania charakterystycznego i rozwiązaniu go względem K i ω.

Częstości, przy których linie pierwiastkowe przecinają oś urojoną wynoszą ω = ±5 rad/sek, a wzmocnienie w tych punktach wynosi Kkr = 150. 
Okres oscylacji wynosi:

Punkty przecięcia z osią urojoną możemy alternatywnie znaleźć poprzez zastosowanie kryterium Routha-Hurwitza.



Tytuł prezentacji

TYTUŁ TYTUŁ TYTUŁ

Przykład 3. Szkicowanie linii pierwiastkowych

7) Określenie biegunów dominujących układu zamkniętego.

Bieguny dominujące układu zamkniętego, dla których współczynniki tłumienia ξ =
1

√17
 leżą na prostych o kącie nachylenia (do osi 

urojonej):

Z rysunku odczytujemy, że linia stałego współczynnika tłumienia przecina linie pierwiastkowe w punktach:

Wartość współczynnika wzmocnienia, która zapewnia ξ =
1

√17
  wyznaczamy z warunku modułu:

amplitudy:
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Przykład 3. Szkicowanie linii pierwiastkowych

7) Określenie biegunów dominujących układu zamkniętego.

Bieguny dominujące układu zamkniętego, dla których współczynniki tłumienia ξ =
1

√17
 leżą na prostych o kącie nachylenia (do osi 

urojonej):

Dwa pierwiastki równania charakterystycznego, dla których ξ =
1

√17
 zostały wyznaczone. Trzeci pierwiastek wyznaczymy z równania 

charakterystycznego, biorąc K = 68. Jest to s = −4. Warto zwrócić uwagę,  że współczynnik wzmocnienia dla dowolnego punktu testowego 
na liniach pierwiastkowych może być wyznaczony z warunku amplitudy 

K =|s(s2 + 6s + 25)|s=punkt_testowy

Zapas wzmocnienia wynosi:

Można rozważyć również zmianę położenia pierwiastków równania charakterystycznego (biegunów układu zamkniętego), gdy 
współczynnik wzmocnienia jest zwiększany, np. od K = 34 do K = 68. W tej sytuacji, sprzężone pierwiastki zmieniają położenie z s= 
−2±j3.65 do s = −1±j4, a trzeci biegun zmienia wtedy lokalizacje z s = −2 do s = −4.
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MATLAB – Przykład 3 – Linie pierwiastkowe
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MATLAB – Przykład 3 – rlocus(G)
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Lorem ipsum dolor sit 
amet, consectetur 
adipiscing elit, sed do 
eiusmod tempor 
incididunt ut labore et 
dolore magna aliqua. 

MATLAB – Przykład 3 – sisotool(G)



Tytuł prezentacji

TYTUŁ TYTUŁ

Lorem ipsum dolor sit 
amet, consectetur 
adipiscing elit, sed do 
eiusmod tempor 
incididunt ut labore et 
dolore magna aliqua. 

MATLAB – Przykład 3 – sisotool(G), dodanie bieguna rzeczywistego
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Lorem ipsum dolor sit 
amet, consectetur 
adipiscing elit, sed do 
eiusmod tempor 
incididunt ut labore et 
dolore magna aliqua. 

MATLAB – Przykład 3 – sisotool(G), dodanie zera rzeczywistego
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Lorem ipsum dolor sit 
amet, consectetur 
adipiscing elit, sed do 
eiusmod tempor 
incididunt ut labore et 
dolore magna aliqua. 

MATLAB – Przykład 3 – sisotool(G), dodanie pary sprzężonych biegunów



Przykład 4

Dany jest układ z ujemną, jednostkową pętlą sprzężenia 
zwrotnego. W torze głównym znajduje się element dynamiczny o 
transmitancji operatorowej:

𝐺 𝑠 =
𝐾

𝑠(𝑠 + 1)(𝑠 + 2)

1. Należy naszkicować linie pierwiastkowe, zakładając, że 
wzmocnienie K>0. Wyznaczyć wartości wzmocnienia K, dla których 
współczynnik tłumienia biegunów dominujących układu 
zamkniętego  wynosi 𝜉 = 0,5.
2. Wyznaczyć zakres wartości współczynników wzmocnienia K, dla 
których układ będzie stabilny.
3. Określić wartość wzmocnienia krytycznego, przy którym 
pojawiają się oscylacje o stałej amplitudzie oraz okres tych 
oscylacji.
4. Wyznaczyć zapas wzmocnienia dla obliczonych biegunów 
dominujących.



✓ Metoda linii pierwiastkowych jest klasycznym 
narzędziem projektowania kompensatorów/ 
regulatorów, opartym na analizie zmian 
położenia biegunów układu zamkniętego w 
funkcji wzmocnienia lub innych parametrów 
układu.

✓ Metoda linii pierwiastkowych umożliwia 
wizualizację dynamiki układu – stanowi graficzną
reprezentację wpływu zmian wartości wybranego 
parametrów na zachowanie układu.

✓ Bieguny układu zamkniętego przemieszczają się 
od biegunów układu otwartego do jego zer w 
funkcji wzmocnienia K.

✓ Metoda umożliwia badanie stabilności układu.

Podsumowanie



✓ Naszkicowanie linii pierwiastkowych układu 
przed oraz po kompensacji pozwala 
przeprowadzić analizę wpływu wartości 
parametrów kompensatorów na położenie
biegunów dominujących, determinujących 
najważniejsze własności układu.

✓ Metoda linii pierwiastkowych pozwala dobrać
odpowiedni kompensator/ regulator do
konkretnego celu projektowego, żeby zapewnić 
pożądane własności układów.

✓ Metoda linii pierwiastkowych umożliwia świadome
kształtowanie charakterystyk układów regulacji w 
różnorodnych zastosowaniach przemysłowych, od 
prostych regulatorów temperatury po 
zaawansowane systemy sterowania robotami czy
dronami.

Podsumowanie
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Kursy akademickie 
i eksperckie

Control Systems, Lecture 11: Root Locus (Part 1)
bioMechatronics Lab (kurs akademicki – uczelnia techniczna)
https://www.youtube.com/watch?v=JHReFyfaiDE 

Control Systems Engineering – Lecture 10: Root Locus
University of the West of England (UWE Bristol)
https://www.youtube.com/watch?v=jejRXTNSFd0 

The Root Locus Method (Full Playlist)
Brian Douglas (Control Theory – poziom ekspercki)
https://www.youtube.com/playlist?list=PLUMWjy5jgHK3-ca6GP6PL0AgcNGHqn33f

More Root Locus – MIT Lecture
Massachusetts Institute of Technology (MIT OpenCourseWare)
https://www.youtube.com/watch?v=NRlBCoVIJBM

https://www.youtube.com/watch?v=JHReFyfaiDE&utm_source=chatgpt.com
https://www.youtube.com/watch?v=jejRXTNSFd0&utm_source=chatgpt.com
https://www.youtube.com/playlist?list=PLUMWjy5jgHK3-ca6GP6PL0AgcNGHqn33f
https://www.youtube.com/playlist?list=PLUMWjy5jgHK3-ca6GP6PL0AgcNGHqn33f
https://www.youtube.com/playlist?list=PLUMWjy5jgHK3-ca6GP6PL0AgcNGHqn33f
https://www.youtube.com/watch?v=NRlBCoVIJBM


Dziękuję
za uwagę
dr inż. Edyta Rola
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